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Äîâåäåíî ñïðàâåäëèâiñòü ôîðìóëè Íüþòîíà-Ëåéáíiöà íà äåßêèõ
êëàñàõ æîðäàíîâèõ ñïðßìëþâàíèõ êðèâèõ. Âñòàíîâëåíî êðèòåðié
àíàëiòè÷íîñòi òà äîñòàòíi óìîâè êâàçiàíàëiòè÷íîñòi êëàñiâ ôóíêöié,
çàäàíèõ íà êðèâié, ùî ¹ ëîêàëüíî êðèâîþ òèïó "õîðäà-äóãà" (òîáòî
êðèâîþ, ó ßêî¨ âiäíîøåííß äîâæèíè äóãè ç ôiêñîâàíèì êiíöåì äî äî-
âæèíè õîðäè, ßêà ñòßãó¹ öþ äóãó, îáìåæåíå ÷èñëîì, ùî çàëåæèòü âiä
âêàçàíîãî êiíöß).
We give a proof of the NewtonLeibniz formula on certain classes of
rectifiable Jordan curves. An analyticity criterion and sufficient conditions
for a quasianalyticity of classes of functions given on a locally "chord-
arc" curve (i.e. a curve, for which the ratio of the length of arc with a fixed
endpoint to the length of chord subtending the arc is bounded by a number
depending on the mentioned endpoint) is established.
1. Ââåäåíèå. Îäíèì èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ßâëßåòñß ñëåäóþùåå ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè: ôóíêöèß ïîëíî-
ñòüþ îïðåäåëßåòñß ñâîèì çíà÷åíèåì è çíà÷åíèßìè âñåõ ñâîèõ ïðî-
èçâîäíûõ â êàêîé-íèáóäü òî÷êå ìíîæåñòâà àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè.
Êëàññû ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóåìûå ïîäîáíûì ñâîéñòâîì åäèíñòâåííî-
ñòè, ßâëßþòñß áîëåå øèðîêèìè, ÷åì êëàññû àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Îíè ïîëó÷èëè íàçâàíèå êâàçèàíàëèòè÷åñêèõ êëàññîâ. Êëàññè÷åñêàß
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òåîðèß êâàçèàíàëèòè÷åñêèõ êëàññîâ ôóíêöèé ðàçâèòà íà îòðåçêå äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè (ñì., íàïðèìåð, [1]).
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñß àíàëèòè÷åñêèå è êâàçèàíàëè-
òè÷åñêèå êëàññû ôóíêöèé íà ðàçîìêíóòîé æîðäàíîâîé ñïðßìëßåìîé
êðèâîé, ðàññìîòðåíèþ êîòîðûõ ïðåäøåñòâóåò èçó÷åíèå âîçìîæíîñòåé
ðàñïðîñòðàíåíèß ôîðìóëû ÍüþòîíàËåéáíèöà íà èíòåãðèðîâàíèå ïî
êðèâûõ, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðûì øèðîêèì êëàññàì, ñîäåðæàùèì
è íåãëàäêèå êðèâûå.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ñòðîèòñß ïðèìåð ñïðßìëßåìîé êðè-
âîé è çàäàííîé íà íåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, äëß êîòîðûõ ôîðìóëà
ÍüþòîíàËåéáíèöà íå âåðíà. Â òåîðåìå 2 óñòàíàâëèâàþòñß óñëîâèß íà
êðèâóþ è çàäàííóþ íà íåé ôóíêöèþ, äîñòàòî÷íûå äëß ñïðàâåäëèâîñòè
ôîðìóëû ÍüþòîíàËåéáíèöà.
Òåîðåìîé 3 óñòàíàâëèâàåòñß ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû Íüþòîíà
Ëåéáíèöà äëß èíòåãðàëà ïî êðèâîé, ßâëßþùåéñß ëîêàëüíî êðèâîé òè-
ïà "õîðäà-äóãà" (ò.å. êðèâîé, ó êîòîðîé îòíîøåíèå äëèíû äóãè, îäíèì
êîíöîì êîòîðîé ßâëßåòñß ôèêñèðîâàííàß òî÷êà a, ê äëèíå ñòßãèâà-
þùåé ýòó äóãó õîðäû îãðàíè÷åíî ÷èñëîì, çàâèñßùèì îò a). Ñ ïîìî-
ùüþ òåîðåìû 3 â òåîðåìàõ 4 è 5 ñîîòâåòñòâåííî êëàññè÷åñêèé êðèòå-
ðèé àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè, çàäàííîé íà îòðåçêå äåéñòâèòåëüíîé îñè
(ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 102]), è êëàññè÷åñêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèß êâà-
çèàíàëèòè÷íîñòè êëàññà ôóíêöèé [1, ñ. 104] ïåðåíîñßòñß íà ôóíêöèè,
çàäàííûå íà êðèâîé, ßâëßþùåéñß ëîêàëüíî êðèâîé òèïà "õîðäà-äóãà".
2. Î ôîðìóëå ÍüþòîíàËåéáíèöà íà ñïðßìëßåìîé êðèâîé.
Óñëîâèìñß, ÷òî âñþäó â äàëüíåéøåì γ îáîçíà÷àåò ðàçîìêíóòóþ æîð-
äàíîâó ñïðßìëßåìóþ êðèâóþ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Îáîçíà÷èì
÷åðåç γ(a, z) äóãó êðèâîé γ ñ íà÷àëîì â òî÷êå a è êîíöîì â òî÷êå z,
÷åðåç lγ(a, z)  äëèíó äóãè γ(a, z), à ÷åðåç dγ(a, z)  äèàìåòð ýòîé
äóãè.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàß γ ëîêàëüíî ßâëßåòñß êðèâîé òèïà
"õîðäà-äóãà" (èëè êðèâîé òèïà "õîðäà-äèàìåòð"), åñëè äëß êàæäîé
òî÷êè a ∈ γ ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ka, çàâèñßùåå îò a, òà-
êîå, ÷òî äëß âñåõ z ∈ γ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
lγ(a, z) ≤ ka |z − a| (1)
(èëè, ñîîòâåòñòâåííî, íåðàâåíñòâî
dγ(a, z) ≤ ka |z − a| ). (2)
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Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ êðèâûõ, ßâëßþùèõñß ëîêàëüíî êðèâûìè òèïà
"õîðäà-äóãà", ñîäåðæèò êëàññ ðàçîìêíóòûõ ñïðßìëßåìûõ êðèâûõ, äëß
êîòîðûõ îòíîøåíèå äëèíû äóãè ê äëèíå õîðäû, ñòßãèâàþùåé ýòó äóãó,
îãðàíè÷åíî ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, íå çàâèñßùèì îò âûáîðà äóãè.
Êëàññ êðèâûõ, ßâëßþùèõñß ëîêàëüíî êðèâûìè òèïà "õîðäà-äèàìåòð",
ñîäåðæèò âñå êâàçèêîíôîðìíûå ñïðßìëßåìûå êðèâûå, ïîñêîëüêó îíè
óäîâëåòâîðßþò íåðàâåíñòâó âèäà (2) ñ íå çàâèñßùåé îò òî÷åê a è z
ïîñòîßííîé q âìåñòî ka (ñì., íàïðèìåð, [2]). Îáðàòíûå âêëþ÷åíèß íå
èìåþò ìåñòà õîòß áû ïîòîìó, ÷òî ñðåäè êðèâûõ, ßâëßþùèõñß ëîêàëüíî
êðèâûìè òèïà "õîðäà-äóãà", èìåþòñß êðèâûå ñ íóëåâûìè óãëàìè.
Ôóíêöèþ F : γ → C íàçûâàþò ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f : γ → C,
åñëè îíà èìååò íà γ ïðîèçâîäíóþ, ñîâïàäàþùóþ ñ f .
Ëåììà 1. Äëß òîãî ÷òîáû íåïðåðûâíàß ôóíêöèß f : γ → C èìå-
ëà ïåðâîîáðàçíóþ F : γ → C è áûëà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Íüþòîíà-
Ëåéáíèöà ∫
γ(z1,z2)
f(t) dt = F (z2)− F (z1) ∀ z1, z2 ∈ γ , (3)













ãäå z0  ôèêñèðîâàííàß òî÷êà êðèâîé γ. Èç ðàâåíñòâà
F (ζ)− F (z)






ñëåäóåò, ÷òî F ßâëßåòñß ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà âûïîëíßåòñß óñëîâèå (4). Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøà-
åòñß ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå (ñì., íàïðèìåð, [3, ñ. 350]).
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Ïðè δ > 0 îáîçíà÷èì γz(δ) := {ζ ∈ γ : |ζ − z| ≤ δ}.
Ïóñòü ξ ∈ γ è γ˘  ïðîèçâîëüíàß ðàçîìêíóòàß äóãà êðèâîé γ, èìå-
þùàß òî÷êó ξ îäíèì èç ñâîèõ êîíöîâ, à òî÷êè z è ζ ïðèíàäëåæàò







ãäå òî÷íàß âåðõíßß ãðàíü áåðåòñß ïî âñåâîçìîæíûì óêàçàííûì âûøå
ξ, γ˘, z, ζ.
Âåëè÷èíà ν(γ), ìîæíî ñêàçàòü, õàðàêòåðèçóåò "ñòåïåíü ñïèðàëüíî-
ñòè" êðèâîé γ. Â ðàáîòå [4] äîêàçàíî, ÷òî ν(γ) êîíå÷íî â ñëó÷àå, åñëè
γ  äóãà êâàçèêîíôîðìíîé ñïðßìëßåìîé êðèâîé.
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíàâëèâàåòñß, ÷òî íà êðèâûõ ñ áåñêîíå÷-
íûì ν(γ) ôîðìóëà ÍüþòîíàËåéáíèöà ìîæåò áûòü íå âåðíà.
Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò êðèâàß γ è íåïðåðûâíàß ôóíêöèß
f : γ → C òàêèå, ÷òî ν(γ) =∞ è óñëîâèå (4) íå âûïîëíßåòñß.










ïðè ýòîì [zk,j,l; zk,j,l+1] îáîçíà÷àåò ïðßìîëèíåéíûé îòðåçîê, ñîåäèíß-
þùèé òî÷êè zk,j,l è zk,j,l+1, êîòîðûå îïðåäåëßþòñß ñîîòíîøåíèßìè
zk,j,l := (2−k − (j − 1) rk)ei(2l+1)pi4 , l = 1, 2, 3, 4, â êîòîðûõ rk :=
:= (2 − √2) 2−k k−2, è zk,j,5 := zk,j+1,1 ïðè âñåõ j = 1, 2, . . . , k2 + 1,
à òàêæå zk,k2+2,1 := zk+1,1,1.
Î÷åâèäíî, ÷òî γ \ {0} ßâëßåòñß îáúåäèíåíèåì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
ñïèðàëåé γk, ñîñòîßùèõ èç k2 + 1 âèòêîâ. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî äëèíà
êðèâîé γk ìåíüøå, ÷åì
√
2 23−k (k2 + 1), ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñß, ÷òî
êðèâàß γ ßâëßåòñß ñïðßìëßåìîé. Â òî æå âðåìß, èç î÷åâèäíîé îöåíêè
ν(γk) > k2 ñëåäóåò, ÷òî ν(γ) =∞.
Ïîêàæåì, ÷òî íåïðåðûâíàß ôóíêöèß f : γ → C, îïðåäåëßåìàß âû-
ðàæåíèåì
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f(t) :=
















k Im(zk,j,1 − zk,j,2) ïðè t ∈ [zk,j,1; zk,j,2] ,
Im(zk,j,4 − t)
k Im(zk,j,4 − zk,j,3) ïðè t ∈ [zk,j,3; zk,j,4] ,
íå óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ (4). Ñ ýòîé öåëüþ, ðàññìàòðèâàß ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ζk := zk,1,2, ñòðåìßùóþñß ïðè k → ∞ ê òî÷êå z = 0, è



























2(k + 1) ,
âñëåäñòâèå êîòîðîé óñëîâèå (4) íå âûïîëíßåòñß. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðåæäå, ÷åì óñòàíîâèòü óñëîâèß íà êðèâóþ γ è ôóíêöèþ f : γ → C,
äîñòàòî÷íûå äëß ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû (3), ââåäåì îáîçíà÷åíèß:
Θz(δ) :=
δ2
θz(4δ)− θz(δ) , ãäå θz(δ) := mes γz(δ), è






ïðè 0 < α ≤ β,
Ωf (β, β) ïðè 0 < β < α,
ãäå ωγ,f (τ) := sup
|z1−z2|≤τ, z1,z2∈γ
|f(z1)−f(z2)|  ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f : γ → C.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü γ ëîêàëüíî ßâëßåòñß êðèâîé òèïà "õîðäà-








Ωf (Θz(x), x) dx = 0. (5)
Òîãäà f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (3).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z è ζ  ïðîèçâîëüíûå òî÷êè êðèâîé γ,
bn := 2−n max
t∈γ(z,ζ)
|z − t|. Ïðèìåíßß ê êðèâîé γ(z, ζ) è ñóæåíèþ íà íåå
ôóíêöèè f òåîðåìó 3 èç [4], à çàòåì èñïîëüçóß ñâîéñòâà ôóíêöèé θξ,
































xΩf (Θξ(x), 4x) dx ≤






Ωf (Θξ(x), x) dx+ ωγ,f (2b0)
)
, (6)
â êîòîðûõ ÷åðåç c îáîçíà÷åíû ðàçëè÷íûå ïîñòîßííûå, íå çàâèñßùèå
îò z è ζ. Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñß ïðèìåíåíèåì ëåììû 1,
ïîñêîëüêó âûïîëíåíèå óñëîâèß (4) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (5), (6).
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äëß ôóíêöèè f , çàäàííîé íà êðèâîé, ßâëßþ-
ùåéñß ëîêàëüíî êðèâîé òèïà "õîðäà-äóãà", ñíèìàåòñß îãðàíè÷åíèå (5)
íà ôóíêöèþ f .
Òåîðåìà 3. Ïóñòü γ ëîêàëüíî ßâëßåòñß êðèâîé òèïà "õîðäà-
äóãà", à ôóíêöèß f íåïðåðûâíà íà γ. Òîãäà f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ
è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (3).
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Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç îöåíêè∣∣∣∣ ∫
γ(z,ζ)
(f(t)− f(z)) dt




Åñëè γ ëîêàëüíî ßâëßåòñß êðèâîé òèïà "õîðäà-äóãà", à ôóíêöèß f
èìååò íà γ êîíòóðíûå ïðîèçâîäíûå f (n)γ äî ïîðßäêà m âêëþ÷èòåëüíî,
òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâà (3) ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå [1, ñ. 110] ïðè
âñåõ z = z0, z1, . . . , zm, zm+1 = a ∈ γ óñòàíàâëèâàåòñß ñïðàâåäëèâîñòü
ðàâåíñòâà
f(z) = f(a) +
m∑
n=1






f (n)γ (t) In−1(t, z1, z2, . . . , zn−1) dt , (7)
ãäå














dτdτ1 . . . dτn−2 dτn−1
ïðè n = 2, 3, . . . ,m . Â ÷àñòíîñòè, ïðè z1 = z2 = · · · = zm = z èç
(7) ïîëó÷àåì ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîé
ôîðìå:











f (m+1)γ (t) (z − t)m dt . (8)
3. Àíàëèòè÷åñêèå è êâàçèàíàëèòè÷åñêèå êëàññû ôóíêöèé
íà ðàçîìêíóòûõ êðèâûõ. Ïóñòü {Mn}∞n=1  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C{Mn} êëàññ ôóíêöèé f , èìåþ-
ùèõ íà γ êîíòóðíûå ïðîèçâîäíûå f (n)γ âñåõ ïîðßäêîâ, äëß êîòîðûõ ñó-
ùåñòâóåò çàâèñßùàß îò f ïîñòîßííàß cf òàêàß, ÷òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè
|f (n)γ (t)| ≤ (cf )nMn ∀ t ∈ γ, n = 1, 2, . . . . (9)
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Ôóíêöèþ f , çàäàííóþ íà γ, íàçûâàþò àíàëèòè÷åñêîé íà ýòîé
êðèâîé, åñëè ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàß â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðè-
âîé γ ôóíêöèß F òàêàß, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ γ âûïîëíßåòñß ðàâåíñòâî
F (t) = f(t).
Òåîðåìà 4. Åñëè γ ëîêàëüíî ßâëßåòñß êðèâîé òèïà "õîðäà-äóãà",
òî êëàññ C{n!} ôóíêöèé, çàäàííûõ íà γ, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ôóíê-
öèé, àíàëèòè÷åñêèõ íà γ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà γ çàäàíà ôóíêöèß f , ïðèíàäëåæà-
ùàß êëàññó C{n!}. Îöåíèâàß îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû Òåéëîðà (8) ñ
èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâ (1) è (9), ãäå Mn = n!, ïîëó÷àåì∣∣∣∣ 1m!
∫
γ(a,z)
f (m+1)γ (t) (z − t)m dt
∣∣∣∣ ≤ (m+ 1)! (cf )m+1m!
∫
γ(a,z)
|z − t|m |dt| ≤
≤ (cf ka)m+1 |z − a|m+1 .
Òàêèì îáðàçîì, ïðè |z − a| < 1/(cf ka) îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû
Òåéëîðà (8) ñòðåìèòñß ê íóëþ ïðè m → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèß
f íà γ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ γ ïðåäñòàâ-
ëßåòñß â âèäå ðßäà







(z − a)n =: F (z) , (10)
ò.å. ßâëßåòñß àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé íà γ.
Îáðàòíî, ïðè óñëîâèè, ÷òî f ßâëßåòñß àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé íà
γ, ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå [1, ñ. 102] óñòàíàâëèâàåòñß âûïîëíèìîñòü îöå-
íîê (9). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì òàêæå êâàçèàíàëèòè÷åñêèå êëàññû ôóíêöèé íà êðèâîé
γ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå íà γ ôóíêöèè
îáðàçóþò êâàçèàíàëèòè÷åñêèé êëàññ, åñëè äëß ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé
f è g ýòîãî êëàññà èç ðàâåíñòâ
f (n)γ (t) = g
(n)
γ (t) , n = 0, 1, . . . ,
âûïîëíßþùèõñß â íåêîòîðîé òî÷êå t ∈ γ, ñëåäóåò òîæäåñòâî f ≡ g íà
γ.
Èñïîëüçóß ôîðìóëû (7), (8) è ïðèìåíßß ñõåìó Áàíãà (ñì. [1, ñ. 111
116]) äëß äîêàçàòåëüñòâà êâàçèàíàëèòè÷íîñòè êëàññà ôóíêöèé, ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü γ ëîêàëüíî ßâëßåòñß êðèâîé òèïà "õîðäà-
äóãà". Äëß òîãî ÷òîáû êëàññ C{Mn} áûë êâàçèàíàëèòè÷åñêèì íà γ




































=∞ , ãäå {M cn}∞n=1  âûïóêëàß ðåãóëßðèçàöèß ïîñðåäñòâîì
ëîãàðèôìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mn}∞n=1 (ñì. [1, ñ. 24]).
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